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Résumé Soit G le groupe des points définis sur un corps p-adique d’un groupe ré-
ductif non connexe. Dans cette note on prouve que toute représentation irréductible
tempérée de G est irréductiblement induite d’une essentielle d’un sous-groupe de
Lévi cuspidal de G.
Abstract Let G be the group of points defined over a p-adic field of a non-
connected reductive group. In this note, we prove that every tempered irreducible
representation of G is irreducibly induced from an essential one of a cuspidal Levi
subgroup of G.
Keywords Groupes p-adiques · Représentations · Sous-groupes de Levi
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1 Introduction
Soit G l’ensemble des points rationnels d’un groupe algébrique réductif non connexe
p-adique de caractéristique 0. Notons V(G) l’ensemble des caractères virtuels tem-
pérés de G, c’est-à-dire que V(G) est l’ensemble des combinaisons linéaires finies des
caractères des représentations irréductibles tempérées de G. On dit que l’élément
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 ∈ V(G) est un caractère virtuel supertempéré [9, 11] s’il satisfait à la condition
suivante:
Pour tout sous-groupe de Cartan T de G et pour toute constante positive n, on a:
sup
t∈T ′
|DG(t)|1/2|(t)|(1 + σ∗(t))n < ∞
où DG est le facteur discriminant usuel, σ∗ estime la croissance sur G/AG , T
′ =
T ∩ G′ où G′ est l’ensemble des éléments x ∈ G tels que DG(x) = 0.
Notons Vst(G), le sous-espace vectoriel des éléments supertempérés de V(G). On
sait que le caractère d’une représentation irréductible tempérée π est supertempéré
si et seulement si π appartient à la série discrète [11].
Comme résultat préliminaire, et à l’aide des travaux de J. Arthur [1] et R. Herb
[11], on démontre que tout élément de V(G) s’écrit comme combinaison linéaire
finie d’induites de caractères virtuels supertempérés (Théorème 4). Soient i ∈
Vst(Li), où Li (i = 1, 2) sont deux sous-groupes de Lévi de G. On note iG,Li(i)
le caractère induit de i. Par analogie avec les caractères cuspidaux, on démontre
que iG,L1(1) = iG,L2(2) si et seulement si, il existe t ∈ G tel que L1 = tL2t−1 et
1 = t2 (Proposition 6) . Ce résultat nous permettra de déduire (Corollaire 7) qu’
à chaque élément  ∈ V(G) correspond, modulo la conjugaison par G, une famille





Notons Pt = Mt Nt le sous-groupe parabolique de G correspondant à l’élément
semi-simple t de G [6] et Gc, “la partie compacte” de G, constituée des éléments
semi-simples t de G tel que Pt = G.
Comme propriété des caractères virtuels supertempérés, on montre que pour tout
 ∈ Vst(G) et f une fonction dans l’espace de Schwartz C(G), de G:
< , f > :=
∫
G




“La trace compacte” de  ∈ V(G) est définie par:
< , f >G,c: =
∫
Gc
(x) f (x)dx f ∈ C(G)
L. Clozel [4] a montré que la trace d’une représentation admissible de longueur
finie se décompose en somme de trace compacte des modules de Jacquet normal-
isée. Par analogie, on démontre, qu’étant donné  ∈ V(G) et f ∈ C(G), il existe
une famille finie {(Li,i)}1≤i≤p de caractères virtuels supertempérés de G, unique
modulo la conjugaison par G, telle que:
< , f >=
∑
1≤i≤p
< i, fQi >Li,c
où fQi ∈ C(Li) est le terme constant de f le long d’un sous-groupe parabolique
Qi ayant pour sous-groupe de Lévi Li (Corollaire 11). Cette égalitée montre, en
particulier, que la trace d’une représentation tempérée irréductible se décompose en
somme finie de “trace compacte”.
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Notons (G), l’ensemble des classes d’équivalence des représentations irré-
ductibles tempérées de G. Une représentation dans (G) est dite elliptique si son
caractère est non nul sur l’ensemble régulier elliptique de G. Notons par ell(G)
l’ensemble des classes d’équivalence des représentations elliptiques de G. De même,
une représentation irréductible tempérée de G est dite essentielle (ou limite de série
discrète [5]) si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction
parabolique. Notons ess(G) l’ensemble (des classes d’équivalence) des représen-
tations essentielles de G. On sait que ell(G) ⊂ ess(G) et que si G = SO(n) alors
ess(G) contient strictement ell(G) [10].
On se donne (M, σ ) une paire discrète de G, c’est-à-dire que M est un sous-
groupe de Lévi de G et σ une représentation irréductible de M, de carré intégrable
modulo la composante déployée AM du centre de M. Notons iG,M(σ ) la classe de la




un groupe fini ayant la propriété que l’algèbre commutante de iG,M(σ ) est isomorphe
à C[
σ ]ησ l’algèbre du groupe 
σ tordue par un cocycle ησ (voir [1], §2). Notons aM
(resp. aG), l’algèbre de Lie réelle de la composante déployée de M (resp. G) . Pour
tout r ∈ 
σ , posons:






On dit que le groupe 
σ est essentiel si a
σM = aG.
Comme conséquence du Corollaire 7, on démontre qu’une composante irré-
ductible de iG,M(σ ) est essentielle si et seulement si le groupe 
σ est essentiel. Ainsi,
on aura démontré la conjecture de Clozel [5]: si π est essentielle alors toutes les
reliées à π le sont aussi (une représentation irréductible tempérée π2 de G est dite
reliée à π1 si π1 et π2 proviennent d’une même paire discrète (M, σ ) de G [12]).
Cette classification des représentations irréductibles essentielles de G, nous per-
met de montrer une autre conjecture de Clozel [5]: toute représentation irréductible
π de G est irréductiblement induite d’une essentielle. De plus, si π = iG,L1(δ1) =
iG,L2(δ2), δi ∈ ess(Li) et Li sous-groupes de Lévi de G, alors il existe t ∈ G tel que
L1 = tL2t−1 et δ1 = tδ2.
2 L’Espace des Caractères Virtuels V(G)
Dans ce paragraphe on montre que tout caractère virtuel tempéré s’écrit comme
combinaison linéaire d’induites de caractères virtuels supertempérés.
Soit G un groupe algébrique connexe réductif défini sur un corps local non
archimédien F de caractéristique 0. Notons G(F) l’ensemble des points F-rationnels
de G. Dans la suite on notera G := G(F).
Pour la suite, on fixe une composante de Lévi F-rationnelle M0 d’un certain sous-
groupe parabolique minimal P0 de G défini sur F . On pose WG0 := NG(M0)/M0 où
NG(M0) est le normalisateur de M0 dans G.
Par définition, un groupe de Lévi M de G est un sous-groupe algébrique de G
contenant la composante de Lévi M0 d’un certain sous-groupe parabolique défini
sur F.
Si M est un sous-groupe de Lévi de G de composante déployée AM, soit
L(M) l’ensemble des sous-groupes de Lévi de G contenant M et L0(M) =
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{L ∈ L(M) | L = G}. Si L ∈ L, on note par LL(M) l’ensemble des sous-groupes de
Lévi de L contenant M.
Si M = M0, on écrit L := L(M0) , L0 := L0(M0) et A0 := AM0 .
Soit π représentation admissible de G, notons par A(π) l’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires finies des coefficients matriciels de π et A(G) = ⋃π A(π),
la réunion étant prise sur toutes les représentations admissibles de G. Pour tout
sous-groupe parabolique P = MN de G et f ∈ A(G), il existe un terme constant
fP ∈ A(M) ayant la propriété [13, 2.6]: soit m ∈ M, il existe une constante positive c
telle que:
δP(ma)1/2 f (ma) = fP(ma) pour tout a ∈ A+M(c)
où δP est la fonction modulaire de P et
A+M(c) = {a ∈ AM : |α(a)| ≥ c pout toute racine simple α de (P, AM)}
La fonction fP est appelée terme constant de f le long de P.
Soient maintenant (π, V) une représentation admissible de G et P = MN un sous-
groupe parabolique de G. Supposons que  := π est le caractère de π . Par analogie,
on définit le terme constant P de  le long de P. Notons par P = MN le sous-
groupe parabolique opposé de P, V(N) := < π(n)v − v, n ∈ N, v ∈ V > et VN :=
V/V(N).
Soit p : V → VN la projection canonique. Pour tous m ∈ M et v ∈ V, on définit:
πN(m)p(v) = δP(m)−1/2 p(π(m)v)
La représentation (πN, VN) est appelée module de Jacquet normalisé de (π, V)
qui correspond à P; on sait que c’est une représentation admissible de longueur finie
de M [13, 2.3.6]. On pose P := rP,G(π) = πN le caractère de πN . On appelle P
le terme constant de  = π le long de P.
Soient f ∈ A(G) et P = MN un sous-groupe parabolique de G. Suivant [13, 3.1],
on a: fP = ∑χ fP,χ où χ est un quasi-caractère de AM. On pose:
X f (P, AM) := {χ : fP,χ = 0} et Xπ (P, AM) =
⋃
f∈A(π)
X f (P, AM).










où P,χ est le caractère de la restriction de πN sur VN,χ .
Notons (G), l’ensemble de classes d’équivalence des représentations irré-
ductibles tempérées de G. Si π ∈ (G) et P = MN un sous-groupe parabolique
de G, on pose Xwπ (P, AM) := Xπ (P, AM) ∩ AˆM. D’après [13, 5.4.1.3], le quotient







Soit  = π le caractère de π , posons wP := (VN)w le caractère de (VN)w. On
appelle wP le terme constant faible de  = π le long de P.
Comme conclusion, on vient de définir pour tout sous-groupe parabolique P =
MN de G et π ∈ (G), le terme constant (π)P et le terme constant faible (π)wP de
π le long du sous-groupe parabolique P.
On dit que  est un caractère virtuel de G et nous écrivons  ∈ V(G), s’il existe





Ce qui nous permet de définir le terme constant P et le terme constant faible wP












Un élément x ∈ G est dit régulier si DG(x) = 0 où DG est le facteur discriminant
standard défini dans [13, 4.7]. Notons G′ l’ensemble des éléments réguliers de G. Si
T est un sous-groupe de Cartan de G, on note T ′ := T ∩ G′.
Un élément x ∈ G est dit elliptique si son centralisateur est compact modulo
la composante déployée AG de G. Notons Gell l’ensemble des éléments réguliers
elliptiques de G. Si  ∈ V(G), on note e la restriction de  à l’ensemble régulier
elliptique de G.
Définition 1 [9] On dit que  ∈ V(G) est un caractère virtuel supertempéré si, pour
tout sous-groupe de Cartan T de G et n une constante positive, on a:
sup
t∈T ′
|DG(t)|1/2|(t)|(1 + σ∗(t))n < ∞
où σ∗ estime la croissance sur G/AG (voir [13, 4.1]).
Notons Vst(G), le sous-ensemble de V(G) formé par les caractères virtuels su-
pertempérés.
Théorème 2 [11]
1. Le caractère  ∈ Vst(G) si et seulement si wP = 0 pour tout sous-groupe
parabolique propre P de G.
2. Soit  ∈ Vst(G), si e = 0 alors  = 0.
3. Soient P1 = MN1 et P2 = MN2 deux sous-groupes paraboliques de G, alors pour
tout  ∈ V(G), on a: P1 = P2 .
On dit que (M, σ ) est une paire discrète de G si M ∈ L et σ ∈ ∏2(M) où
∏
2(M)
est l’ensemble des classes d’isomorphisme des séries discrètes de M. Soit (M, σ ) une
telle paire, notons W(M) := WG(M) = NG(M)/M, le groupe de Weyl de (G, AM),
iG,M(σ ) la classe de la représentation induite IndP=MN(σ ) et 
σ := 




˜Gσ l’extension centrale du 
σ -groupe comme dans [1, §2]:




Il existe un caractère central χσ de Zσ tel que l’ensemble σ(G) des constitu-
ants irréductibles de iG,M(σ ) soit paramétré par l’ensemble (
˜σ , χσ ) des classes
d’équivalence des représentations irréductibles ρ de 
˜σ ayant χσ comme Zσ -
caractère central [1, §2].
La paramétrisation de σ(G) nous permet de classifier l’ensemble (G), qui
est réunion disjointe des WG0 -paires discrètes (M, σ ) des ensembles σ(G) ([8] et
[1, §1]).
Un triplet (M, σ, r) est appelée triplet virtuel de G si (M, σ ) est une paire discrète
de G et r ∈ 
˜σ . A chaque triplet virtuel de G, J. Arthur [1, §2] fait correspondre une
distribution-caractère G(M, σ, r) := (M, σ, r) appelé caractère virtuel de G qui se
décompose sous la forme:




où θρ∨π est le caractère de la contragrédiente de ρπ ∈ (
˜σ , χσ ) associée à π ∈ σ(G).
De plus, on a:
G(wM, wσ,wrw−1) = G(M, σ, r) ∀w ∈ WG0 .















G(M, σ, r). (2)
Notons aM (resp. aG), l’algébre de Lie réelle de la composante déployée de M
(resp. G). Le groupe 
σ agit sur aM. Pour r ∈ 
σ , posons:








Gσ,reg = {r ∈ 
σ ; arM = aG}
L(
σ ) := LG(
σ ) = {S ∈ L(M); aS = arM pour un r ∈ 
σ }
On dit que le 
-groupe 
σ est essentiel si a
σM = aG. Soit L ∈ L(M), on dit que L
satisfait à la condition de compatibilité d’Arthur si aL ∩ a+σ contient un sous-ensemble
ouvert de aL, où a+σ est la chambre positive correspondante à l’ensemble des racines
positives qui annulent la densité de Plancherel [1, §2]. Notons LA(M) l’ensemble des
L ∈ L(M) qui satisfait cette condition.
Lemme 3 Soit (M, σ ) une paire discrète de G. Alors:
(1) Le groupe de réductibilité de iS,M(σ ) est 
Sσ := 
σ ∩ WS(M) pour tout S ∈
L(
σ ).
(2) Le groupe 
σ est une réunion disjointe des ensembles 
Sσ,reg, S ∈ L(
σ ).
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Démonstration D’après J. Arthur [1, §2], si L ∈ LA(M), si alors on peut identifier le

-groupe de iL,M(σ ) à 
σ ∩ WL(M). Par définition, chaque S ∈ L(
σ ) satisfait cette
condition de compatibilité; d’où (1). La (2) est claire. unionsq
Soit τ ∈ (L), L ∈ L. Le caractère de la représentation induite iG,L(τ ) sera noté
iG,L(τ ). Il vérifie l’identité:
iG,L(τ )( f ) = τ( fQ), f ∈ C(G),
où fQ est le terme constant de f le long d’un parabolique quelconque,
Q = LNQ de G. On note souvent:
τ( fL) := τ( fQ) = iG,L(τ )( f ), f ∈ C(G).
Dans [1, §3], Arthur a montré que les caractères G(M, σ, r) des WG0 -triplets virtuels
(M, σ, r) de G forment une base de l’espace V(G). On se propose, dans la suite,
de munir l’espace V(G) d’une autre base faisant intervenir les caractères virtuels
supertempérés.
Théorème 4 Tout élément dans V(G) s’écrit comme combinaison linéaire f inie
d’induites de caractères virtuels supertempérés.
Démonstration Soit  ∈ V(G). Par définition, il existe π1, π2, ...., πk ∈ (G) et ci ∈
C tel que:  = ∑1≤i≤k ciπi . Le théorème sera démontré si on montre que le carac-
tère π , π ∈ (G) s’écrit comme combinaison linéaire finie d’induites de caractères
virtuels supertempérés. En effet, soit π ∈ (G). On sait que, modulo la conjugaison
par WG0 , il existe une paire discrète unique (M, σ ) de G telle que π ∈ σ(G). Or,


















G(M, σ, r) (3)
d’après le Lemme 3. Par ailleurs, pour r ∈ 
˜Sσ,reg, le triplet (M, σ, r) est un triplet de
S et si r ∈ 
˜Sσ,reg on a;








= iG,S[S(M, σ, r)].
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Or, si r ∈ 
Sσ,reg, le caractère virtuel S(M, σ, r) est dans Vst(S) [11, Théorème 3.1].
Donc π,S ∈ Vst(S). Comme 
σ est fini, les S ∈ L(
σ ) sont en nombre fini. Ceci
montre que le caractère d’une représentation irréductible tempérée de G est une
combinaison linéaire finie d’induites de caractères virtuels supertempérés. D’où le
théorème. unionsq
Soit  ∈ V(L), L ∈ L, il existe τ1, τ2, ...., τq ∈ (L) et ci ∈ C tels que:  =∑






D’autre part, étant donné que le terme constant R et le terme constant faible wR
de  le long du sous-groupe parabolique R = MNR de L dépend seulement de M
d’après le Théorème 2 (voir aussi [11], p. 154 et (3.3)), on pose: rM,L() = M := R
et wM := wR.
Si S ∈ L, considérons l’ensemble:
WL,S = {t ∈ WG0 ; t(L ∩ P0) ⊂ P0 et t−1(S ∩ P0) ⊂ P0}




iS,St [(t)St ] (5)
où St = S ∩ tL.
Définition 5
1. On dit que (L,) est une paire supertempérée de G si L ∈ L et  ∈ Vst(L).
2. Soient (Li,i) (i=1,2) deux paires supertempérées de G. On dit que (L1,1)
et (L2,2) sont conjuguées sous G s’il existe t ∈ WG0 tel que tL1t−1 = L2 et
t1 = 2.
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Proposition 6 Soient (L1,1) et (L2,2) deux paires supertempérées de G. Alors,
iG,L1(1) = iG,L2(2) si et seulement si les paires (L1,1) et (L2,2) sont conjuguées
sous G.
Démonstration La démonstration est analogue à celle de Théorème 4 de [7] sur les
caractères d’induites cuspidales. En effet pour tout l1 ∈ (L1)ell , on a:
[iG,L1(1)]L1(l1) = [iG,L2(2)]L1(l1) (6)
En utilisant le Théorème 2, l’expression (5) et le fait t1 = 1 pour tout t ∈ WL1,L1
tel que tL1 = L1 [11, Théorème 3.1], l’expression (6) est équivalente à:
|t ∈ WL1,L1 : tL1 = L1|1(l1) =
∑
{t∈WL2 ,L1 :tL1=L2}
(t2)(l1) l1 ∈ (L1)ell
Si L1 n’est pas conjugué à L2, on aura 1 = 0 car elle est nulle sur (L1)ell d’après
le Théorème 2. Contradiction. D’où L1 est conjugué à L2. Supposons que L2 = sL1
pour un certain s ∈ WG0 ; pour tout l1 ∈ (L1)ell , l’égalité (6) est équivalente à:
|t ∈ WL1,L1 : tL1 = L1|(1)(l1) = |t ∈ WL1,L1 : tL1 = L1|(s−12)(l1)
ce qui implique, en utilisant de nouveau le Théorème 2, que: 2 = s1.
La réciproque est claire. unionsq
Corollaire 7 Soit  ∈ V(G ), il existe, modulo la conjugaison par WG0 , une famille






Démonstration Se déduit de la Proposition 6 et du Théorème 4. unionsq
Soient π ∈ (G) et (L,) une paire supertempérée de G. On écrit π ↪→ iG,L()
si π apparaît dans la décomposition de iG,L().
Théorème 8 Soient (Li,i) i = 1, 2 deux paires supertempérées de G et π ∈ (G).
Si π apparaît dans la décomposition de iG,L1(1) et iG,L2(2) alors il existe t ∈ WG0
tel que tL1 = L2. De plus t1 apparaît dans la décomposition de 2.
Démonstration Si π ↪→ iG,L2(2) alors, il est clair que w2 ↪→ rL2,G(π), pour un
certain w ∈ WL20 . Ainsi:
w2 ↪→ rL2,G(π) ↪→ rL2,G ◦ iG,L1(1)
En appliquant l’expression (5), on retrouve qu’il existe t ∈ WG0 vérifiant tL1 ⊂ L2
tel que:
w2 ↪→ iL2,tL1(t1), or ceci implique que t1 ↪→ rtL1,L2(w2) = rtL1,L2(2).
Comme 2 ∈ Vst(L2), on déduit qu’ils existent t ∈ WG0 tel que tL1 = L2 et t1 ↪→ 2.
Mais ceci implique t1 apparaît dans la décomposition de 2. unionsq
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Corollaire 9 [9] Soient (M1, σ1) et (M2, σ2) deux paires discrètes de G. Si σ1(G) et
σ2(G) possèdent un constituant en commun alors il existe t ∈ WG0 tel que tM1 = M2
et tσ1 = σ2. Réciproquement s’il existe t ∈ WG0 tel que tM1 = M2 et tσ1 = σ2 alors
σ1(G) = σ2(G).
Démonstration Comme σ ∈ Vst(G) si et seulement si σ ∈ 2(G), [11, Corollaire
2.6], le résultat se déduit du théorème 8. La réciproque est claire. unionsq
Terminons ce paragraphe par un résultat sur les traces compactes.
Notons par Pt = Mt Nt le sous-groupe parabolique de G correspondant à
l’élément semi-simple t de G [6] et Gc l’ensemble des éléments semi-simples t de
G tel que Pt = G. L’ensemble Gc est appelé “la partie compacte” de G.
Lemme 10 Soit  ∈ Vst(G). Si t ∈ Gc ∩ G′ alors (t) = 0.
Démonstration Pour tout t ∈ G′, on a [3]: (t) = Pt (t) où Pt est le terme constant
de  le long de Pt. Si Pt est un sous-groupe parabolique propre de G, on aura
(t) = 0 car  ∈ Vst(G). Autrement dit, (t) est nul sauf si Pt = G. D’où le lemme.
unionsq
Soient  ∈ V(G) et f ∈ C(G). La trace compacte de  est définie par:




Remarquons que le Lemme 10 implique que si  ∈ Vst(G) alors:
< , f >=< , f >G,c , f ∈ C(G).
Corollaire 11 Si  ∈ V(G) alors il existe une famille f inie de paires supertempérées
{(Li,i)}1≤i≤p, de G, telle que
< , f >=
∑
1≤i≤p
< i, fLi >Li,c f ∈ C(G)
Démonstration Soit  ∈ V(G). Le Corollaire 7 implique que, modulo conjugaison
par WG0 , il existe une famille finie {(Li,i)}1≤i≤p telle que:
< , f >=
∑
1≤i≤p
iG,Li(i)( f ) , f ∈ C(G).
Or, pour tout 1 ≤ i ≤ p, et tout Qi sous-groupe parabolique de G ayant Li comme
composante de Lévi, on a:
< i, fLi >Li,c = i( fLi) = i( fQi) = iG,Li(i)( f )
où fQi est le terme constant de f le long de Qi, d’où le corollaire. unionsq
Représentations Tempérées 285
Le Corollaire 11 est un résultat plus fin, dans le cas tempéré, que la Proposition 1
de Clozel [4].
3 Classification de (G)
La classification de σ(G) à travers (
˜σ , χσ ) fait intervenir beaucoup de choix,
pour cela on se propose de classifier, dans ce paragraphe, (G) à travers les limites
de séries discrètes. Cette classification a été énoncée par Clozel comme conjec-
ture [5].
Définition 12 Une représentation dans (G) est dite essentielle (ou limite de série
discrète [5]) si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction
parabolique. Notons:
ess(G) := {π ∈ (G) / π est essentielle }
A l’aide de ce qui précède, ess(G) est une réunion disjointe sur les WG0 -paires
discrètes (M, σ ) des ensembles:
σ,ess(G) := σ(G) ∩ ess(G).
Le 
σ -groupe de iG,M(σ ) est dit essentiel si a
σM = aG.
Théorème 13 Soient (M, σ ) une paire discrète de G et π ∈ σ(G). π ∈ σ,ess(G) si et
seulement si le groupe 
σ est essentiel.
Démonstration Si le groupe 
σ n’est pas essentiel, alors il existe L ∈ L0(M) tel
que a
σM = aL et donc tout élément de 
σ laisse invariant point par point aL, or
ceci signifie que 
σ = 
Lσ , car 
Lσ = 
σ ∩ WL(M) . Mais |(
˜σ , χσ )| = |σ(G)| et
|(
˜Lσ , χσ )| = |σ(L)|. Ainsi 
σ = 
Lσ implique |σ(G)| = |σ(L)| et donc chaque
composante irréductible de iG,M(σ ) est de la forme iG,L(τ ) pour τ ∈ σ(L).
Réciproquement. Supposons que σ(G) a un élément proprement irréductible-
ment induit, i.e., il existe π ∈ σ(G) tel que π = iG,L(τ ) où τ ∈ (L) et L ∈ L0.
τ ∈ (L) implique qu’il existe, modulo conjugaison par WL0 , une unique paire
discrète (M1, σ1) de L tel que τ ∈ σ1(L). Dans ce cas, π ∈ σ(G) ∩ σ1(G) et
alors il existe t ∈ WG0 tel que (M, σ ) = (tM1, tσ1) (Corollaire 9). Si on suppose
que (M, σ ) = (M1, σ1), alors L ∈ L0(M) et τ ∈ σ(L). Sans perte de généralité,
supposons que L satisfait la condition de compatibilité d’Arthur, i.e., L ∈ L0(M) ∩
LA(M).
Le Théorème 4 et l’expression (4) impliquent que le caractère de π =
πρ, ρ ∈ (







où, pour S ∈ L(
σ ), la paire (S,π,S) est une paire supertempérée de G.
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De même, le caractère de τ = τρL , ρL ∈ (
˜Lσ , χσ ) s’écrit comme combinaison






où, pour T ∈ LL(
Lσ ), la paire (T,τ,T) est une paire supertempérée de L.
Ce qui implique, par transitivité de l’induction, que:





Mais le Corollaire 7, implique que la famille {(S,π,S)}S∈L(
σ ) est conjuguée
à la famille {(T,τ,T)}T∈LL(
Lσ ).
En particulier, la famille {S; S ∈ L(
σ )} est conjuguée à la famille {T; T ∈
LL(
Lσ )}. Ainsi, si on suppose que ces deux familles sont égales, on obtient:
aG = aL ⊂ aS pour tout S ∈ L(
σ ) et alors:










D’où le théorème. unionsq
Le Théorème 13 est une généralisation du Lemme 1.3 de R. Herb [10].
Corollaire 14 (Conjecture [5]) Soit (M, σ ) une paire discrète de G. Supposons que:
iG,M(σ ) = π1 ⊕ π2 ⊕ ......... ⊕ πn
Si π1 ∈ ess(G) alors tous les πi ∈ ess(G).
Démonstration Se déduit du Théorème 13. unionsq
Proposition 15 (Conjecture [5]) Toute représentation irréductible tempérée de G est
irréductiblement induite d’une essentielle.
Démonstration Soit π ∈ (G), on sait qu’il existe, modulo conjugaison par WG0 , une
unique paire discrète (M, σ ) de G telle que π ∈ σ(G). On va distinguer deux cas:
Si a
σM = aG, alors, le Théorème 13 implique que, π ∈ σ,ess(G).
Si a
σM = aG, alors, aussi le Théorème 13 implique qu’il existe L ∈ L0(M) et τ ∈
σ(L) tel que π est proprement irréductiblement de τ .
Mais a
σM = aL implique que 
σ = 




M = aL, ce qui signifie que 
Lσ
est essentiel et donc le Théorème 13 appliqué à L implique τ ∈ σ,ess(L). D’où la
proposition. unionsq
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Corollaire 16 Soit π ∈ (G), si:
π = iG,L1(δ1) δ1 ∈ ess(L1) L1 ∈ L
π = iG,L2(δ2) δ2 ∈ ess(L2) L2 ∈ L
alors il existe t ∈ G tel que tL1 = L2 et tδ1 = δ2.
Démonstration Si δ1 ∈ ess(L1) alors le Théorème 13, implique qu’il existe une paire




= aL1 tel que δ1 ∈ σ1(L1). Mais comme π est
irréductiblement induite de δ1, on aura 
σ1 = 










= aL2 tel que δ2 ∈ σ2(L2). Ainsi π = iG,L1(δ1) = iG,L2(δ2) implique
π ∈ σ1(G) ∩ σ2(G) et donc il existe t ∈ G tel que (M1, σ1) = (tM2, tσ2) d’après
le corollaire 9. Supposons que (M1, σ1) := (M1, σ1) = (M2, σ2), alors on aura aL :=
aL1 = aL2 et donc δ1 = δ2 car |σ(G)| = |σ(L)|. unionsq
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